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NUMERI E ALGORITMI

Principio di induzione.

INTRODUZIONE

L'insieme dei naturali € stato I'ultimo insieme numerico ad essere assiomatizzato.
L'assiomatizzazione comunemente accettata € di Giuseppe Peano, che la elabord alla fine del
19° secolo. Questo € interessante: mostra che quanto piu i concetti sono fondamentali, tanto
piu é difficile essere coscienti in modo esplicito delle proprieta che questi concetti possiedono.
L'ultimo assioma di Peano & noto come Principio di induzione: su questo e sulle sue
conseguenze faremo una riflessione in questa lezione.

I naturali e il principio di induzione.

1.

Il principio di induzione € la base di molte dimostrazioni che riguardano (in senso lato,
come vedremo dagli esempi) i naturali, perché fornisce uno strumento generale per la
dimostrazione di affermazioni che riguardano tutti i naturali.

Ecco una prima formulazione.

Principio di induzione (1).
Sia P(n) una proposizione definita per ogni intero n = ng.
Se
a. P(ng) é vera, e
b. per ogni n = ny, il fatto che P(n) sia vera implica che anche P(n+1) & vera,
allora P(n) & vera per ognin = ngin Z.

Terminologia: la condizione a. & chiamato passo base dell'induzione, la condizione b. passo
induttivo. Nell'implicazione “P(n) & vera implica che P(n+1) & vera”, P(n) & detta ipotesi
induttiva.

Ecco un esempio: si dimostriche 1 + 3 +5 + ... + (2:n—1) = n? perognin =1

DIM.

In questo caso:

P(n) & I'affermazione: 1+3+ 5+ ..+ (2:n-1) =n?
No e 1.

a. Devo provzare che P(1) e vera. Questo € banale, perché significa che devo provare
chel = 1°.
b. Devo provare ora che, qualunque sia n = 1, risulta: P(n) vera implica P(n+1) vera.
E infatti, fissato un numero k, supponiamo vera P(k), ossia
1+ 3+ .. +(2:k1) = K. (*)
Devo provare la verita di P(k+1), a partire dalla verita di P(k).
Sommando membro a membro (2-k+1), che & il dispari successivo a (2-k -1), da
(*) ottengo:
1+ 3+ ... +(2:k-1) +(2:k+1) = K> + (2:k+1). (**)
E poiché k* + 2-k+1 = (k+1)?, la (**) risulta essere P(k+1).
Quindi P(k+1) ¢ verificata.

Ora, in base al principio di induzione, posso concludere che P(k) & vera per ogni k = nq.
C.V.D.

3. Come funziona la dimostrazione per induzione? Esaminiamo i singoli passi:



Il passo base mi garantisce che
P(1) & vera.

Il passo induttivo, applicato al caso n=1, mi garantisce che

P(1) implica P(2) e vera.
Allora, la regola generale di inferenza modus ponens' mi garantisce che
P(2) € vera.

Il passo induttivo, applicato al caso n=2, mi garantisce che

P(2) implica P(3) e vera.
Allora, la regola di inferenza modus ponens mi garantisce che
P(3) & vera.

Poiché posso ripetere il procedimento tutte le volte che mi & necessario, posso dimostrare
la verita di P(n) mediante n — ng di queste iterazioni, e quindi in un numero finito di
passaggi, per quanto grande sia n.

Posso percio concludere di aver dimostrato la verita di P(n), per ogni n = n,.

Si noti come tutta la costruzione si basi sul passo base e sulla ripetuta applicazione del
modus ponens.

Va opportunamente posta attenzione alla verita dell’affermazione “P implica Q”, che non
presuppone la verita di P. In ogni caso, la corretta comprensione e utilizzazione del
principio risulta abbastanza delicata.

4. 1l principio di induzione & utilizzato in molte situazioni. Ecco un altro caso:

dx"/dx = nx"! per ogni intero n>1
DIM.
Passo base vero, perché dx/dx = 1x° = 1.
Passo induttivo.
Assumiamo che, fissato n, dx"/dx = nx"*, e si voglia provare che dx"*'/dx = (n+1)x".
Allora

dx"Ydx = d (X" x)/dx = d (x") /dx x + x" d (x) /dx = nx"*x + x"- 1 = (n+1)x".
Quindi vale il principio di induzione e pertanto la formula & vera per ogni intero n>1.

C.V.D.

5. Un secondo importante ambito di utilizzo del principio di induzione si ha nelle definizioni per
induzione (o definizioni ricorsive).
Ecco alcuni casi:
a. Il fattoriale n! di un naturale n & definito come il prodotto di tutti i numeri naturali

dalan.
Ricorsivamente lo si puo definire cosi:
n! = 1 sen =0
n-(n-1)! altrimenti.
b. La potenza x” pu0 essere definita ricorsivamente come segue, per x+0:
x" = 1 sen =0
x- x"1 altrimenti.

c. I termini della successione di Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8,...
sono generati dalla seguente formula ricorsiva:
Fib(n) := 1 sen =0..1
Fib(n-1)+ Fib(n-2) altrimenti.
(Si noti in quest’ultimo caso come la definizione base riguardi 2 elementi, invece di 1.)

! Date le affermazioni A e B, la regola di inferenza modus ponens (MP) permette di affermare che B &
conseguenza diretta di A e A implica B.



Ora un caso piu difficile, ma a ben pensarci naturale. Vogliamo definire che cosa si intende
per espressione algebrica. Ecco una possibile definizione, limitata alle 4 operazioni,
espressa in linguaggio naturale:

Qualsiasi numero o lettera é un’espressione;

un’espressione tra parentesi &€ ancora un’espressione;

la somma, il prodotto, la differenza e il quoziente di 2 espressioni & un’espressione.

Nient’altro & un’espressione.

Le definizioni ricorsive hanno importanti applicazioni anche in informatica, sia nelle
definizioni del linguaggio, sia nella implementazione di funzioni e procedure. L'algoritmo in
questi casi ripete fedelmente la definizione astratta.

Esiste anche una forma diversa ma equivalente dal punto di vista logico a quella data.
Principio di induzione (2).
Sia P(n) una proposizione definita per ogni intero n = no.
Se

a. P(ny) € vera, e

b. per ogni n = ny, P(m) vera per ogni m: no < m < n implica che P(n+1) & vera,
allora P(n) & vera per ognin = ngin Z.

Ecco un esempio significativo dell’uso dell’induzione in questa forma.

TEOREMA Ogni naturale n = 2 si fattorizza in un prodotto di numeri primi.
DIM.
In questo caso, P(n) & I'affermazione: n & un prodotto di numeri primi.
Passo base: P(2) € vera, in quanto 2 € primo.
Passo induttivo.
Supponiamo P(m) vera per ogni m < n. Se n & primo, allora P(n) & vera. Altrimenti n &
composto e sara n = a-b, per opportuni a e b minori di n. Pertanto P(a) e P(b) sono vere
per l'ipotesi induttiva, e allora a e b sono prodotti di numeri primi. Percio, anche n = a-b
risulta prodotto di primi e quindi P(n) € vera.
Per il principio di induzione (2), P(n) & vera per ogni n = 2.

C.v.D.
N.B. Questo teorema € una parte del teorema fondamentale dell’aritmetica, che afferma
che ogni n = 2 si fattorizza in modo unico in un prodotto di primi. Anche questa
dimostrazione viene normalmente fatta per induzione.

Infine, un bell’esempio di calcolo sfruttato anche in informatica: /‘aritmetica del contadino
russo (da Childs, Algebra un’introduzione concreta, ETS Editrice)

Ecco un modo di fare le moltiplicazioni attribuito ai contadini russi, che sanno solo
addizionare, raddoppiare e dimezzare i numeri.

Per moltiplicare a e b, basta porre a e b in testa a due colonne, raddoppiando ogni volta il
numero di sinistra e dimezzando quello di destra (trascurando i decimali). Quando il
numero di destra & dispari, riportare il corrispondente numero di sinistra in una terza
colonna (delle somme). Ripetere finché il numero della colonna di destra diventa 1, e a tal
punto addizionare i numeri della colonna delle somme per ottenere la risposta.

Ecco un esempio.

Sinistra Destra Somma

311 116

622 58
1244 29 1244

2488 14
4976 7 4976
9952 3 9952
19904 1 19904
311:116 = 37076

a. Verificare chel’aritmetica del contadino russo funziona per 218 per 195.



b. Sia r(a,b) il risultato che si ottiene con I'aritmetica del contadino russo da a e b.
Verificare che
ra,1) =a

r(a,b) = r(2-a,b/2) se b & pari,
r(2-a,(b-1)/2) + a se b e dispari.

Dimostrare per induzione che r(a,b) = a-b per ogni a, b >1.

ATTIVITA' PER CAPIRE E PER INSEGNARE

1. Si dimostri per induzione che
a. 12+22+ 3%+ ...+ n*=n(n+1)(2n+1)/6 perognin =1

! ! +...+i21perognin>1
n+l n+2 2n 2

c. 3% -1 é divisibile per 8 perognin =0

b.

2. Si svolga l'attivita proposta al punto 9.



